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Приложение Г

Варианты заданий для самостоятельного решения

Условия заданий

Задание 1. Выяснить, является лифункция � расстояниемнамножествеX , варианты 1–8.
Пусть �—метрика на множествеX . Доказать,что d — также метрика наX , варианты 9–
10. Проверить, является ли заданная функция нормой, варианты 11–15. Доказать, что
определенная наR метрика d не порождается никакой нормой, варианты 16–17. Найти
расстояние между функциями в заданном пространстве, варианты 18–22. Найти норму
функции, варианты 23–25.

Задание 2. Исследовать на сходимость в пространстве X последовательность fxng
1

nD1,
варианты 1–20. Принадлежит ли некоторому пространству lp последовательность, вари-
анты 21–22. В метрическом пространстве .R2; d / изобразить шары NB..0I 0/; 1/, варианты
23–25.

Задание 3. При каких � 2 R применим принцип сжимающих отображений в простран-
ствеC ŒaI b� с метрикой � .x; y/ D max

a6t6b
jx .t/ � y.t/j к данным интегральным уравнениям?

При заданных � найти это решение методом последовательных приближений.

Задание 4. Рассмотрим уравнение f .t/ D 0, где t 2 R. 1) доказать, что это уравнение
имеет единственное действительное решение и найти отрезок, которому принадлежит
это решение; 2) привести уравнение к виду, удобному для итераций и определить число
итераций, необходимых для того, чтобы приближенное решение отличалось от точного
не более чем на ", если начальное приближение взять t0 D 0; 3) составить и реализовать
на компьютере программу для нахождения приближенного решения, выводя на печать
результат каждой итерации; f .t/ D atet�1, " D 0:01, варианты 1–15; f .t/ D t5CtC1 D
0, варианты 16–25.

Задание 5. Исследовать решение интегрального уравнения с вырожденным ядром, при
различных значениях параметра �.

Задание 6. Исследовать множествоM на компактность в пространстве C Œ0; 1�.

Задание 7. Пусть A;B � X — выпуклые множества. Проверить множество C на выпук-
лость, варианты 1–3; будет ли выпуклым в пространствеC Œ0; 1�множество, варианты 7–11.
Образуют ли в пространстве подпространство следующие множества функций 12–25.

Задание 8. Доказать, что множество M — подпространство в l2 и найти его ортого-
нальное дополнение 1–3. Ортогонализировать в QL2Œ0; 1� со скалярным произведением

.x; y/ D
1R
0

x.t/y.t/dt полиномы, варианты6–11. Найти ортогональное дополнениемноже-

стваM в гильбертовом пространствеH , варианты 12–14. Найти ортогональную проекцию
вектора x в гильбертовом пространствеH на подпространство образованное векторами
a1, a2 и a3 варианты 17–25.
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Вариант 1

1. �.x; y/ D
1P
kD1

2�k � jxk�yk j
1Cjxk�yk j

, x; y 2 S , x D fxkg
1

kD1, y D fykg
1

kD1;

! Аксиома треугольника следует из того, что f .x/ D
x

x C 1
монотонно возрастает

на Œ0IC1/;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D t
n � tnC1;

3. f .x/ D �
1R
0

x2tf .t/ dt C x; � D 1
2
;

4. a D 1;

5. f .x/ D �
1R
0

.xt2 C t /f .t/dt C 1I

6. M D fsin˛t; ˛ 2 Rg;

7. C D A [ B;

8. M D
�
x 2 l2 W

mP
kD1

xk D 0

�
, m 2 N , m— фиксировано;

9. AWC Œ0; 1�! C Œ0; 1�, Ax.t/ D
R t
0
x.�/d� ;

Вариант 2

1. �.m; n/ D
jm � nj

mn
Im; n 2 N ;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D t
n;

3. f .x/ D �
1R
0

xt2f .t/ dt C 1; � D 1
2
;

4. a D 2;

5. f .x/ D �
1R
�1

.1C xt/f .t/dt I

6. M D fsin˛t; ˛ 2 Œ2; 3�g;

7. C D A [ B;

8. M D
�
x 2 l2 W

1P
kD1

x2k
k
D 0

�
;

9. AWC Œ�1; 1�! C Œ0; 1�, Ax.t/ D x.t/;
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Вариант 3

1. �.x; y/ D jarctgx � arctgyjI x; y 2 R1;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D e
� t
n ;

3. f .x/ D �
1R
0

xmtnf .t/ dt C x; � D 1
2
;

4. a D 3;

5. f .x/ D �
1R
�1

.x C t /f .t/dt C xI

6. M D farctg ˛t; ˛ 2 Œ�1I 1�g;

7. C D AC B;

8. M D

(
x.t/ 2 L2Œ�1; 1� W

1R
�1

jt jx.t/dt D 0

)
;

9. AWC Œ0; 1�! C Œ0; 1�, Ax.t/ D t2x.0/;

Вариант 4

1. �.x; y/ D arctgjx � yjI x; y 2 R1;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D
nt

p
n2C1

;

3. f .x/ D �
1R
0

ex�tf .t/ dt C 1; � D 1
2
;

4. a D 4;

5. f .x/ D �
1R
0

.xt C x/f .t/dt I

6. M D ftn; n 2 N g;

7. C D A n B;

8. M D

(
x.t/ 2 L2Œ0; 1� W

1R
0

x.t/dt D 0

)
;

9. AWC Œ0; 1�! C Œ0; 1�, Ax.t/ D x.t2/;
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Вариант 5

1. �.x; y/ D jx3 � y3jI x; y 2 R1;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D sin t � sin t
n
;

3. f .x/ D �
1R
0

x2t2f .t/ dt C x3; � D 1
2
;

4. a D 5;

5. f .x/ D �
1R
0

.t2 C xt/f .t/dt C 1I

6. M D fet�˛; ˛ 2 R; ˛ > 0g;

7. C D .A [ B/ n .A \ B/;

8. В пространстве l2 найти ортогональную проекцию вектора

l.1; 0; 0; : : :/ на подпространство L D
�
x 2 l2 W

mP
kD1

xk D 0

�
;

9. AWC 1Œa; b�! C Œa; b�, Ax.t/ D x.t/;

Вариант 6

1. �.x; y/ D jex � eyjI x; y 2 R1;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D
t
n
ln t

n
;

3. f .x/ D �
1R
0

ex�2tf .t/ dt C 1; � D 1
2
;

4. a D 6;

5. f .x/ D �
1R
�1

.x2t C 1/f .t/dt I

6. M D fsin.t C n/; n 2 N g;

7. Пусть A � X — выпуклое множество и �— число; Будет ли выпуклым множество

�A D fx 2 X W x D �y; y 2 Ag‹

8. 1, t , t2;

9. AWC 1Œa; b�! C Œa; b�, Ax.t/ D dx
dt
;
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Вариант 7

1. �.m; n/ D
�
0;m D n

1C 1
mCn

; m ¤ n
; m; n 2 N ;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D n
3t .1C n4t /�1;

3. f .x/ D �
�
4R
��
4

tgtf .t/ dt C 1; � D 1
2
;

4. a D 7;

5. f .x/ D �
1R
0

.x � t /f .t/dt C xI

6. M D
˚
sinn
p
t ; n 2 N

	
;

7. Многочленов степениD k;

8. 2, sin t , t2;

9. AWL2Œ0; 1�! L2Œ0; 1�, Ax.t/ D t
R 1
0
x.�/d� ;

Вариант 8

1. �.x; y/ D maxa6t6b jx0.t/ � y 0.t/j, X D C 1Œ0I 1� — пространство непрерывно диф-
ференцируемых функций;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D nt
2.1C nt/�1;

3. f .x/ D �
�
2R
0

sin x cos tf .t/ dt C sin x; � D 1;

4. a D 8;

5. f .x/ D �
1R
�1

.1 � 2xt/f .t/dt I

6. M D fx.t/ 2 C Œ0; 1� W jx.t/j 6 '.t/; '.t/ 2 C Œ0; 1�; '.t/ > 0g;

7. Многочленов степени6 k;

8. 1, cos t , t ;

9. A�WL2Œ0; 1�! L2Œ0; 1�, A�x.t/ D

(
x.t/; t 6 �; � 2 .0; 1/

0; t > �; � 2 .0; 1/
;
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Вариант 9

1. d.x; y/ D minf1; �.x; y/g

2. X D l2, xn D

0BB@1n; 0; : : : 0; 1„ ƒ‚ …
n

; 0; : : :

1CCA;
3. f .x/ D �

�R
0

sin x cos tf .t/ dt C sin x; � D 1
2
;

4. a D 9;

5. f .x/ D �
1R
0

.tx C x2/f .t/dt � xI

6. M D fx.t/ 2 C Œ0; 1� W x.0/ D a; jx0.t/j 6 Ag;

7. Непрерывных функций, удовлетворяющих условию

1Z
0

jx.t/jdt 6 1I

8. et , t , t2;

9. AWL2Œ0; 1�! L2Œ0; 1�, Ax.t/ D
R t
0
x.�/d� ;

Вариант 10

1. d.x; y/ D ln.1C �.x; y//

2. X D l1, xn D

0@0; : : : ; 0„ ƒ‚ …
n�1

; 1
n
; 0; : : :

1A;
3. f .x/ D �

1R
0

x3t2f .t/ dt C x2; � D 1
2
;

4. a D 10;

5. f .x/ D �
1R
0

.x2t2 � tx/f .t/dt I

6. M D
˚
x.t/ 2 C 1Œ0; 1� W jx.t/j 6 2; jx0.t/j 6 3

	
;

7. Непрерывных функций, удовлетворяющих условию

1Z
0

jx.t/j2dt 6 1I

8. 1, et , t2;

9. AWH 1Œ0; 1�! L2Œ0; 1�, Ax.t/ D x.t/;
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Вариант 11

1. jjxjj D max06t6 1
2
jx.t/jI x 2 C Œ0; 1�;

2. X D l1, xn D

0@1; 1; : : : 1„ ƒ‚ …
n

; 0; : : :

1A;
3. f .x/ D �

1R
0

xt3f .t/ dt C 1
3
x; � D 1

3
;

4. a D 11;

5. f .x/ D �
1R
�1

.1C xt/f .t/dt I

6. M D

(
y.t/ 2 C Œa; b� W y.t/ D

bR
a

K.t; s/x.s/ds; jx.s/j 6 A

)
,

гдеK.t; s/ 2 C Œa; b� � C Œa; b�;

7. Непрерывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих условию

max jx.t/j Cmax jx0.t/j 6 1I

8. sin t , t , t2;

9. AWH 1Œ0; 1�! H 1Œ0; 1�, Ax.t/ D tx.t/;

Вариант 12

1. jjxjj D max06t61 jx0.t/j, x 2 C 1Œ0I 1�;

2. X D l2, xn D

0@0; : : : ; 0„ ƒ‚ …
n�1

;
1

n
;

1

nC 1
;

1

nC 2
; : : :

1A;
3. f .x/ D �

1R
0

x2t2f .t/ dt C 2
3
x; � D 1

2
;

4. a D 12;

5. f .x/ D �
1R
�1

.x C t /f .t/dt C x;

6. M D

�
y.t/ 2 C Œa; b� W y.t/ D

tR
a

K.t; s/x.s/ds; jx.s/j 6 A

�
,

гдеK.t; s/ 2 C Œa; b� � C Œa; b�;

7. Монотонные функции;

8. H D L2, M D fx D .x1; x2; I I/ 2 L2 W x2 D x4 D : : : D 0g;

9. AWH 1Œ0; 1�! L2Œ0; 1�, Ax.t/ D tx.t/;
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Вариант 13

1. jjxjj D jx.1/ � x.0/j Cmax0<t<1 jx0.t/jI x 2 C 1Œ0I 1�;

2. xn.t/ D
�
1C t

n

�n
;

3. f .x/ D �
1R
0

x4tf .t/ dt C x2

2
; � D 1

2
;

4. a D 13;

5. f .x/ D �
1R
0

.xt C x/f .t/dt I

6. M D
˚
x.t/ D

P1
nD1

an
n3
e�nt ; janj < 1;8n 2 N

	
;

7. Четные функции;

8. H D L2Œa; b�, M D fx 2 H W x.t/ � 0; на Œc; d � � Œa; b�g;

9. f .x/ D
R 1
�1
tx.t/dt , x 2 C Œ�1; 1�;

Вариант 14

1. jjxjj D
1P
kD1

jxkj, x D .x1; x2; : : :/ 2 l1;
1P
kD1

jxkj <1

2. xn.t/ D n
�
t1=n � 1

�
; C ŒaI b�;

3. f .x/ D �
1R
0

x2tf .t/ dt C 1
4
x; � D 1

2
;

4. a D 14;

5. f .x/ D �
1R
0

.t2 C xt/f .t/dt C 1I

6. M D
n
f .x/ D

P1
nD1

an
xCn2

; janj < 1
o
;

7. Многочлены;

8. H D L2Œ0; 1�, M D

(
x 2 H W

1R
0

x.t/dt D 0

)
;

9. f .x/ D
R 1
0
tx.t/dt , x 2 C 1Œ�1; 1�;
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Вариант 15

1. jjxjj D maxk jxkj; x D .x1; x2; : : :/ 2 C0—пространство сходящихся к 0 последова-
тельностей;

2. xn.t/ D

8<:
n2t; t 2 Œ0I 1=n�I

n2
�
2
n
� t
�
; t 2 .1=nI 2=n/I

0; t 2 .2=nI1/I

3. f .x/ D �
1R
0

e2xe�tf .t/ dt C 1; � D 1
2
;

4. a D 15;

5. f .x/ D �
1R
�1

.x2t C 1/f .t/dt I

6. M D
n
.f 0.x//

2
C f 2.x/ < 1;8x 2 Œ0I 1�

o
,

7. Многочлены степени6 k;

8. В гильбертовом пространстве H D Cm найти ортогональную проекцию вектора
x D .x1; x2; : : : ; xm/ на подпространствоG D fg D .g1; : : : ; gm/ 2 H W gm D 0g;

9. f .x/ D
P1
1
xk
k
, x D .x1; x2; : : :/ 2 l2;

Вариант 16

1. d.x; y/ D
jx � yj

1C jx � yj
;

! Метрика d порождается нормой тогда и только тогда, когда

a) 8˛ 2 ';8x 2 X W d.0; ˛x/ D j˛jd.0; x/;
b) 8x; y; z 2 X W d.x C z; y C z/ D d.x; y/;

2. X D C Œ0I 1�; xn.t/ D
t
n
ln t

n
;

3. f .x/ D �
�
2R
0

cos x sin tdt C cos x; � D 1
2
;

4. " D 0:01;

5. f .x/ D �
1R
0

.x � t /f .t/dt C xI

6. M D
n
f .x/ 2 C n

Œa;b�
;
ˇ̌
f .n/.x/ < K

ˇ̌o
;

7. Непрерывно дифференцируемые функции;

8. В гильбертовом пространстве H D l2 найти ортогональную проекцию вектора
x D

�
1; 1
2
; 1
4
; : : :

�
наподпространствоG D fg D .g1; g2; : : :/ 2 l2 W g1 D g3 D : : : D 0g;

9. f .x/ D
R 1
�1
tx.t/dt , x 2 L2Œ�1; 1�;
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Вариант 17

1. d.x; y/ D jarctg x � arctg yj;

! Метрика d порождается нормой тогда и только тогда, когда

a) 8˛ 2 ';8x 2 X W d.0; ˛x/ D j˛jd.0; x/;
b) 8x; y; z 2 X W d.x C z; y C z/ D d.x; y/;

2. xn.t/ D nt
1CnCt

;

3. f .x/ D �
�R
0

cos x sin tdt C cos x; � D 1
2
;

4. " D 0:0001;

5. f .x/ D �
1R
�1

.1 � 2xt/f .t/dt I

6. M D fsinnt; n 2 N g

7. Непрерывные кусочно-линейные функции;;

8. H D l2, x D .0; 1; 3; 5; 7; 0; : : :/, a1 D .1; 1; 2; 0; : : :/,
a2 D .1; i; 0; : : :/, a3 D .0; 1;�1; 0; : : :/;

9. f .x/ D x1 C x2, x D .x1; x2; : : :/ 2 l2;

Вариант 18

1. x.t/ D 2t3 � 4t C 3, g.t/ D 5t2 C 8t � 1, x.t/; g.t/ 2 C Œ0I 2�;

2. xn.t/ D sin t
n
, C 2 .�1IC1/;

3. f .x/ D �
1R
0

exCtf .t/dt C 1; � D 1
3
;

4. " D 0:05;

5. f .x/ D �
1R
0

.tx C x2/f .t/dt � xI

6. M D

(
x.t/ 2 C Œ0; 1�; jx.0/j 6 K1;

1R
0

jx0.t/j
2 6 K2;

)
;

7. Непрерывные функции с ограниченной вариацией;

8. H D l2, x D .1; 2; 0; 0; 3; 0; : : :/, a1 D .1; i; 0; : : :/,
a2 D .1; 2; 2; 0; : : :/, a3 D .�1; 2; 1; 0; : : :/;

9. Ax.t/ D
R t
0
x.�/d� ;
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Вариант 19

1. g.t/ D 2C 3t2, s.t/ D 4t2 � 7, g.t/; s.t/ 2 C 2Œ0I 1�;

2. xn.t/ D sinnt
n
, C 2 .�1IC1/;

3. f .x/ D �
1R
0

x2t3f .t/ dt C 1
5
x; � D 1

2
;

4. " D 0:1;

5. f .x/ D �
1R
0

.x2t2 � tx/f .t/dt I

6. M D
˚
x.t/ 2 C 1Œ0; 1�; jx0.t/j 6 1; x.0/ D a

	
;

7. Функции x.t/, удовлетворяющие условию x.0/ D 0;

8. H D L2Œ0; 1�, x.t/ D et , a1.t/ D 1, a2.t/ D t , a3.t/ D t2;

9. Ax.t/ D tx.t/;

Вариант 20

1. f .t/ D t
t2C2t�1

, g.t/ D 1, f .t/; g.t/ 2 C 1Œ0I 1�;

2. xn.t/ D
�
1C t

n

�n
, C 2 .�1IC1/;

3. f .x/ D �
1R
0

xt2f .t/ dt C 2
3
x; � D 2

3
;

4. " D 0:05;

5. f .x/ D �
1R
0

.xt2 C t /f .t/dt C 1I

6. M D
˚
x.t/ 2 C 1Œ0; 1�; jx0.t/j 6 1; и 8x.t/9tx 2 Œ0; 1� W x.tx/ D 0

	
;

7. Функции x.t/, удовлетворяющие условию
R 1
�1
x.t/dt D 0;

8. H D L2Œ0; 1�, x.t/ D sin t , a1.t/ D 1, a2.t/ D t , a3.t/ D et ;

9. Ax.t/ D
R 1
0
tx.�/d� ;
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Вариант 21

1. x.t/ D sin t , y.t/ D t
2
, x.t/; y.t/ 2 C Œ0I��;

2. Nx D
�

1

ln.nC 1/

�1
nD1

;

3. f .x/ D �
1R
0

xtf .t/ dt C x; � D 1
3
;

4. " D 0:001;

5. f .x/ D �
1R
0

.xt2 � x2t /f .t/dt ;

6. M D
�

nt

1C n2t2
; n 2 N

�
;

7. Функции, удовлетворяющие условию Липшица, с какой-нибудь постоянной, завися-
щей от функции;

8. H D l2, x D .�1; 2; 3; 0; 0; 0; : : :/, a1 D .1; i; 2; 0; : : :/,
a2 D .�1;�i; 0; : : :/, a3 D .1; 1;�1; 0; : : :/;

9. Ax.t/ D
R 1
0
�x.�/d� ;

Вариант 22

1. g.t/ D 2C 3t2, f .t/ D 4t2 � 7, C 2Œ0I 1�;

2. Nx D
�

1

n � ln.nC 1/

�1
nD1

;

3. f .x/ D �
1R
0

x2t2f .t/dt C 1
2
; � D 1

4
;

4. " D 0:005;

5. f .x/ D �
1R
�1

.xt2 � t /f .t/dt ;

6. M D
�

1

1C nt2
; n 2 N

�
;

7. Ограниченные функции;

8. H D l2, x D .i; i;�1; 2; 0; 0; : : :/, a1 D .�1; 1;�2; 0; : : :/,
a2 D .1; 5; 0; : : :/, a3 D .i; 1;�1; 0; : : :/;

9. Ax D .x1; x2; : : : ; xn; 0; 0; : : :/;
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Вариант 23

1. x.t/ D tC6
t2C13

, C Œ�5I 5�;

2. d..x1; x2/; .y1; y2// D jx1 � y1j C 2 jx2 � y2j;

3. Непрерывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих условию

max jx.t/j Cmax jx0.t/j 6 1I

4. " D 0:003;

5. f .x/ D �
1R
�1

.xt � xt2/f .t/dt C 1I

6. M —множество многочленов степени n, ограниченное в C Œ0; 1�;

7. Непрерывных функций, удовлетворяющих условию

1Z
0

jx.t/j2dt 6 1I

8. H D l2, x D .2;�1; i; 0; i; 0; : : :/, a1 D .1;�1; 2; 0; : : :/,
a2 D .1; i; 0; : : :/, a3 D .i; 1; 1; 0; : : :/;

9. Ax D .�1x1; �2x2; : : :/, �n 2 R, j�nj 6 1, n 2 N ;

Вариант 24

1. x.t/ D 2t2 � 4t C 1, C Œ0I 2�;

2. d..x1; x2/; .y1; y2// D
q
jx1 � y1j

2
C 4 jx2 � y2j

2;

3. f .x/ D �
1R
0

x2tf .t/ dt C 1
4
x; � D 1

2
;

4. " D 0:3;

5. f .x/ D �
1R
0

.t � xt2/f .t/dt ;

6. M —множество многочленов степени6 n, ограниченное в C Œ0; 1�;

7. C D .A [ B/ n .A \ B/

8. H D L2Œ0; 1�, x.t/ D t2, a1.t/ D t , a2.t/ D e�t , a3.t/ D 1;

9. Ax D .0; x1; x2; : : :/;
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Вариант 25

1. x.t/ D 1
2
t � sin t , C Œ0I��;

2. d..x1; x2/; .y1; y2// D max fjx1 � y1j ; 2 jx2 � y2jg;

3. f .x/ D �
�R
0

cos x sin tdt C cos x; � D 1
2
;

4. " D 0:002;

5. f .x/ D �
1R
�1

.xt2 C t3/f .t/dt ;

6. M D fet�˛; ˛ 2 Œ0; 2�g;

7. Функции x.t/, удовлетворяющие условию x.0/ D 0;

8. H D L2Œ0; 1�, x.t/ D sin t , a1.t/ D t2 � t , a2.t/ D 2, a3.t/ D t3;

9. Ax D .x2; x3; : : :/;


