Методичні рекомендації 
для виконання завдань контрольної роботи


Завдання 1. 1) Обчислити визначник .
Розв’язання.



2) Обчислити визначник .
Розв’язання. Обчислимо визначник за правилом трикутників 


  = 31(–2) + 001 + (–2)32–211 – (–2)0(–2)–033 = –20.


3) Обчислити визначник =.

Розв’язання. Виконаємо такі дії:
1) від елементів 1-го рядка віднімемо елементи 2-го рядка, помножені на 3;
2) до елементів 3-го рядка додамо подвоєні елементи 2-го рядка;
3) від елементів 4-го рядка віднімемо елементи 2-го рядка.
Тоді даний визначник перетвориться у визначник

=.
Розкладемо цей визначник за елементами 1-го стовпця:

=1(–1)1+2.
Додаючи до елементів 1-го рядка елементи 3-го рядка і віднімаючи від елементів 2-го рядка елементи 3-го рядка, дістанемо:

 = –.
Розкладемо визначник за елементами 1-го стовпця:

.


Завдання 2. Знайти обернену матрицю до матриці

		
Розв’язання. 1) Обчислимо визначник матриці A:

.
2) Знаходимо алгебраїчні доповнення елементів цього визначника:



Отже .

Завдання 3. Розв’язати систему лінійних рівнянь вказаними методами. 
1) Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гауса:

		.
Розв’язання. Запишемо розширену матрицю системи і за допомогою елементарних перетворень зведемо матрицю до діагонального виду:





Отже, система набуде вигляду:

.
Послідовно, підставивши значення x4 = 2 в третє рівняння, отримаємо x3 = 4; значення x4 і x3 в друге рівняння, отримаємо x2 = 6; значення x4, x3 і x2 в перше рівняння, маємо x1 = 8. Отже, x1 = 8, x2 = 6, x3 = 4, x4 = 2.

2) Розв’язати систему рівнянь матричним способом:

		.

Розв’язання. Перепишемо систему у вигляді AХ = В,



де , , .
Розв’язок матричного рівняння має вид Х = A–1В. Знайдемо A–1. Обчислимо основний визначник:

.
Обчислимо алгебраїчні доповнення елементів цього визначника:



,       ,    ,



, ,     ,



,        ,      .

Таким чином, обернена матриця: . 



Тоді: .
Отже, х1 = 2, х2 = 3, х3 = – 2.

3) Розв’язати систему рівнянь, використовуючи формули Крамера:

	.



Розв’язання. Обчислимо основний визначник системи  та визначники  :



,

,

.



Отже,  , 



Завдання 4. В таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період (дані наведені в умовних  грошових одиницях). Обчислити планові обсяги валової продукції галузей, міжгалузеві поставки та необхідний обсяг валового випуску кожної галузі, якщо кінцевий продукт збільшити на (число  варіанта).

Таблиця.
	Галузь
	Споживання
	Кінцевий продукт
	Валовий випуск

	Виробництво
	1
	2
	
	

	1
	9
	25
	66
	100

	2
	8
	27
	165
	200




Розв’язання. Валові випуски продукції галузей X1=100, X2=200, то матриця валового випуску .
Знаходимо коефіцієнти прямих витрат:



, ,.

Тобто матриця технологічних коефіцієнтів  має невід’ємні елементи і задовольняє критерій продуктивності:
max{0,09+0,08; 0,125+0,135} = max{0,17; 0,26} = 0,26 < 1.
Тому для довільної матриці кінцевого продукту Y можна знайти необхідний обсяг валового випуску X за формулою:
X = (E – A)–1Y.
Знайдемо матрицю повних витрат: B = (E – A)–1:

.
Так як det|E – A| = 0,78  0, то

.

За умовою матриця кінцевого продукту .
Тоді матриця валового випуску:

.
Тобто валовий випуск в першій галузі треба збільшити до 172,83 умовних грошових одиниць, а в другій галузі – до 206,04 умовних грошових одиниць.




Завдання 5.  Розкласти вектор  за векторами базису , , .









Розв’язання. Покажемо, що , ,  лінійно незалежні, тобто, що лінійна комбінація  лише при . Запишемо цю рівність у вигляді:



.
Тобто маємо систему лінійних рівнянь:

.
















Так як її визначник  то система має єдиний розв’язок . Отже, вектори ,  і  лінійно незалежні. Це означає, що вони утворюють базис. Позначимо , ,  координати вектора  в базисі , маємо: , або    .




Оскільки визначник цієї системи , то система має єдиний розв’язок, який можна знайти (наприклад за формулами Крамера):, , .




Таким чином, в базисі векторів ,  і  вектор .

Завдання 6. Обчислити границю:.


Оскільки , , за теоремою про арифметичні дії з границями дістанемо:

.

Завдання 7. Обчислити границю: .


Розв’язання. В цьому прикладі при  чисельник і знаменник функції нескінченно малі, тобто має місце невизначеність . Розкладемо на множники чисельник і знаменник дробу та обчислимо границю:




.
Завдання 8.  Дослідити на неперервність функцію 

		. 
Побудувати схематично графік функції. 			







Розв’язання. Дана функція визначена для всіх . Якщо , то ,  і . В цьому випадку . Тому для всіх  функція неперервна як многочлен першого степеня.





Аналогічно, при , ,  і  і  неперервна як многочлен першого степеня.
	


 
	




Розглянемо точку  і обчислимо односторонні границі при :


.


.

Отже, односторонні границі функції f(x) в точці  існують, але не рівні між собою, тому в цій точці функція має розрив першого роду.
Графік функції зображено на рисунку.


Завдання 9.  Дано функції попиту  і пропозиції . Визначити: 1) рівноважну ціну; 2) еластичність попиту та пропозиції за рівноважною ціною; 3) доход за рівноважною ціною;  4) ціну, при якій доход буде максимальним;  5) ціну одиниці продукції, при якій попит буде еластичним.




Розв’язання. 1). Визначимо рівноважну ціну.  Рівноважну ціну  знайдемо з рівняння рівноваги: . Тому , звідки . Отже, рівноважна ціна  умов. гр. один. 
2). Визначити еластичність попиту та пропозиції за рівноважною ціною. 

Обчислимо еластичність попиту за формулою  :

.

Обчислимо еластичність пропозиції за формулою :

 				.



За рівноважною ціною  маємо  
Отже, попит і пропозиція по рівноважній ціні нееластичні. Це означає, що зміна ціни не призведе до різкої зміни попиту та пропозиції. Так при збільшенні ціни на 1% попит зменшиться на 0,6%, а пропозиція збільшиться на 0,6%.

3). Визначити доход за рівноважною ціною. Запишемо функцію доходу: 

 

та обчислимо доход за рівноважною ціною:  ум. гр. один.
4). Визначити ціну, при якій доход буде максимальним. 




Обчислимо похідну функції доходу: . Критичну точку знайдемо з необхідної умови . Звідки . Перевіримо достатні умови: . 



Отже,  точка максимуму функції доходу. Тому за ціною ,  умов. гр. один.


5) Визначити ціну одиниці продукції, при якій попит буде еластичним. Якщо , то попит буде еластичним (відносний приріст функції попиту зростає). Тому розв’яжемо нерівність .



Звідки дістанемо, що при попит еластичний.




Завдання 10.  Знайти частинні похідні    функції  . 											Розв’язання. Знаходимо спочатку перші частинні похідні даної функції:

,

.


Диференціюючи кожну з отриманих похідних по  і по , одержимо другі частинні похідні:

,

,

,

.


Отже, можна помітити, що мішані частинні похідні  і  рівні.


і для даної функції похідні  і  відрізняються лише знаком.
Завдання 11.  Обчислити визначені інтеграли:

1).  Обчислити інтеграл:  


Розв’язання. Зробимо заміну:. Знайдемо нові межі інтегрування: при . Дістанемо

  .

     2). Обчислити інтеграл:.




Розв’язання. Покладемо , . Тоді ,  і застосувавши формулу інтегрування частинами, дістанемо

 .


Завдання 12.  Дослідити на екстремум функцію . 
Розв’язання. Знаходимо частинні похідні: 


,	.
За необхідними умовами, прирівнюючи ці похідні до нуля, отримаємо систему рівнянь:















з якої визначимо стаціонарні точки даної функції. Додавши ці рівняння, дістанемо: , тобто . Отже, . Підставляючи  в перше з рівнянь, знайдемо значення : , або . Звідси , , , а тоді , , . 



Маємо три стаціонарні точки: , , .



Перевіряємо достатні умови для одержаних точок. Знайдемо спочатку другі частинні похідні: ,	,	.
Підставляючи в похідні координати стаціонарних точок, дістанемо:





1) 	для точки : , , , .





2) для точки : , , , .





3) для точки : , , , .






В точках  та   і , а, отже, це точки мінімуму функції. Знайдемо в значення функції : .









В точці  , і достатні умови відповіді не дають. Додатковим дослідженням можна встановити, що в початку координат функція екстремуму не має. Дійсно, в цій точці , а в довільному околі початку координат наявні точки, в яких значення  можуть бути як додатними, так і від’ємними. Наприклад, вздовж осі  (тобто при )  поблизу початку координат, а вздовж бісектриси значення функції .

Завдання 13. Розв’язати диференціальне рівняння		.
.








Перепишемо рівняння у вигляді  Це диференціальне рівняння першого порядку з відокремлюваними змінними. Підставивши замість  вираз  дістанемо  Відокремимо змінні  і проінтегруємо рівняння  звідки дістанемо  Отримаємо загальний розв'язок рівняння 
Завдання 14. Визначення ймовірностей подій з використанням основних теорем.
Фірма має контакти з трьома банками і може брати кредити в кожному з них. Протягом попередніх 5 років перший банк погодився надати кредит 6 разів, другий банк – 7 разів, третій банк – 9 разів з 10 звертань до кожного з них. Яка ймовірність того, що в даний час хоча б один із банків виділить фірмі кредит? 







Розв’язання. Нехай подія  – «-й банк виділить фірмі кредит», , а подія  – «хоча б один банк виділить фірмі кредит». За умовою задачі (класична схема): , , .



Тоді , , .
За формулою (3.9), дістанемо: 


Завдання 15. Застосування формул Бернуллі, Муавра-Лапласа,Пуассона.
Банк має шість відділень. Ймовірність замовити на завтра велику суму грошей,  незалежно від інших, для  кожного відділення дорівнює 0,2. В кінці робочого дня один з віце-президентів банку ознайомлюється з отриманими замовленнями. Знайти ймовірність того, що: 1) є рівно 2 замовлення; 2) є замовлення від першого відділення, якщо поступило 2 замовлення?





Розв’язання. 1) Знайдемо ймовірність події  – «надійшло два замовлення» за формулою Бернуллі де , , , :

	.


2) Нехай подія  – «надійшло два замовлення», подія  – «надійшло замовлення від першого відділення». За формулою отримаємо значення умовної ймовірності

.
Завдання 16.  Дискретні випадкові величини та їх характеристики. 





Скласти закон розподілу випадкової величини . Обчислити математичне сподівання , дисперсію , середнє квадратичне відхилення , функцію розподілу  та побудувати її графік.




Обчислити математичне сподівання , дисперсію , середнє квадратичне відхилення , побудуємо графік функції розподілу дискретної випадкової величини , яка має закон розподілу, заданий у таблиці: 
	

	1
	2
	3
	4
	5

	

	0,2
	0,3
	0,2
	0,2
	0,1


Розв’язання. Обчислимо числові характеристики випадкової величини: 

1). Обчислимо математичне сподівання  за формулою:

.



2). Обчислимо дисперсію  за формулою:



,

3). Обчислимо середнє квадратичне відхилення .
4). Запишемо функцію розподілу даної випадкової величини. Якщо 
1) 

, то ;
2) 

, то ;
3) 

, то ;
4) 

, то ;
5) 
, то

;
6) 
, то 

	
Отже, функція розподілу даної випадкової величини має вигляд:



Побудуємо графік функції .

Завдання 17. Неперервні випадкові величини та їх характеристики. 

Випадкова величина  задана інтегральною функцією розподілу 

				. 






Знайти: 1) параметр а; 2) диференціальну функцію розподілу – щільність розподілу ; 3) числові характеристики: математичне сподівання , дисперсію , середнє квадратичне відхилення ; 4) ймовірність того, що випадкова величина прийме значення з проміжку . 5) Побудувати графіки функцій .

Розв’язання. 1). Параметр а знайдемо з умови: .


 звідки  і		

2). Знайдемо диференціальну функцію розподілу – щільність розподілу. 


	Оскільки , то 

3). Обчислимо математичне сподівання  за формулою:





2). Обчислимо дисперсію  за формулою:

.




3). Обчислимо середнє квадратичне відхилення .



Завдання 18. В таблиці наведені результати ста вимірів значень деякої неперервної випадкової величини Х. Користуючись цими даними виконати такі завдання: побудувати інтервальний ряд; 2) побудувати гістограму розподілу відносних частот; 3 обчислити вибіркове середнє та вибіркове середнє квадратичне відхилення; 4) побудувати теоретичну криву щільності розподілу ймовірності, вважаючи, що генеральна сукупність Х має нормальний розподіл; 5) провести вирівнювання емпіричного розподілу по запропонованому теоретичному розподілу; 6) використовуючи критерії згоди, при рівнях значущості  і  перевірити чи співпадає гіпотеза про нормальний розподіл генеральної сукупності Х із одержаним емпіричним розподілом.  


	3
	15
	16
	16
	17
	17
	8
	18
	9
	19

	10
	10
	12
	22
	11
	21
	13
	13
	24
	14

	14
	14
	10
	10
	11
	11
	12
	12
	13
	14

	13
	14
	10
	11
	12
	13
	14
	14
	13
	12

	14
	9
	1
	6
	7
	7
	8
	8
	9
	9

	10
	9
	12
	13
	14
	13
	10
	10
	10
	10

	11
	12
	11
	3
	11
	13
	11
	13
	12
	14

	12
	10
	13
	14
	5
	14
	12
	14
	7
	12

	8
	18
	19
	9
	15
	15
	16
	6
	17
	7

	1
	7
	6
	18
	9
	9
	8
	11
	16
	15



Розв’язання. Побудувати інтервальний ряд.
Для визначення оптимального інтервалу розбиття користуються формулою Стерджесса: 

	











де  – відповідно максимальна і мінімальна варіанти. Якщо  – дробове число, то за значення  беруть найближче ціле число або найближчий простий дріб. За початок першого інтервалу беруть величину , тоді початок другого інтервалу збігатиметься з кінцем першого і дорівнюватиме , початок третього – з кінцем другого,  і т.д. доти, доки кінець останнього інтервалу не перевищуватиме . Число  називається кроком вибірки, а різницю  – шириною або розмахом вибірки. В нашому випадку ,
Запишемо інтервальний статистичний ряд у вигляді таблиці:
	

	

	

	

	

	


	

	3
	22
	55
	17
	3









Для графічного представлення інтервальних варіаційних рядів будують діаграми, які називають гістограмами. Для побудови гістограми в прямокутній системі координат на осі  нанесемо точки  де  і побудуємо прямокутники, основою яких є інтервали , а висота дорівнює , де  – частота -го інтервалу. Побудовану фігуру, складену з прямокутників, називають гістограмою частот.
Обчислити вибіркове середнє та вибіркове середнє квадратичне відхилення. Обчислимо вибіркове середнє та вибіркову дисперсію, середнє квадратичне відхилення:




				




При рівнях значущості , перевірити чи співпадає гіпотеза про нормальний розподіл генеральної сукупності Х із одержаним емпіричним розподілом. Користуючись критерієм Колмогорова, встановимо, чи узгоджується з нормальним розподілом даний статистичний. В якості  будемо розглядати функцію розподілу нормальної випадкової величини з середнім  та дисперсією . 




Оскільки функція розподілу нормальної випадкової величини є неперервною і строго монотонною, то статистику  критерію Колмогорова можна знайти обчислюючи абсолютні значення відхилень емпіричної функції розподілу  від теоретичної функції розподілу  у точках , тобто у лівих та правих границях інтервалів варіаційного ряду: 





Для знаходження значень  скористаємося співвідношенням між функцією розподілу  та функцією Лапласа :


, 
а також таблицею значень функції Лапласа. Результати обчислень запишемо у вигляді таблиці:

	і
	

	

	

	

	

	

	


	1
	0
	0,00
	-3,09
	-0,4990
	0,0010
	0,0010
	


	2
	5
	0,03
	-1,83
	-0,4664
	0,0336
	0,0036
	


	3
	10
	0,25
	-0,57
	0,2157
	0,2843
	0,0343
	


	4
	15
	0,80
	0,69
	0,2549
	0,7549
	0,0451
	


	5
	20
	0,97
	1,96
	0,4750
	0,9750
	0,0050
	








З останніх двох стовпчиків таблиці знаходимо, що . Критичне значення  при  дорівнює , тому за критерієм Колмогорова гіпотезу про нормальний розподіл спостережень слід відхилити.


Використовуючи критерій Пірсона на рівні значущості  перевіримо гіпотезу про належність до нормального розподілу вибірки з емпіричним розподілом, представленим у таблиці:

	

	

	
     
	

	

	


	
        
	8
	7
	16
	13
	6




За умовою прикладу спостереження вже згруповано у інтервальний варіаційний ряд з . При цьому перевіряється гіпотеза 
· 
: {спостережувані дані належать до нормального розподілу}
при альтернативній гіпотезі
· 
: {спостережувані дані не належать до нормального розподілу}.



Оскільки нормальний розподіл визначається двома параметрами – математичним сподіванням  та дисперсією , а отже , тому їх необхідно спочатку оцінити за вибіркою за формулами


де  
Проведемо обчислення












Теоретичні частоти  знайдемо за формулами для  – функції розподілу нормально розподіленої випадкової величини з середнім  та дисперсією . Для відшукання значень  скористаємося співвідношенням між функцією розподілу  та функцією Лапласа : , а також таблицею значень функції Лапласа. Отже,


Результати обчислень запишемо у вигляді таблиці:

	і
	

	

	

	

	

	

	

	


	1
	8
	13
	8
	0,1056
	5,28
	2,72
	7,3984
	1,4012

	2
	13
	18
	7
	0,2244
	11,22
	-4,22
	17,8084
	1,5872

	3
	18
	23
	16
	0,3143
	15,715
	0,285
	0,0812
	0,0052

	4
	23
	28
	13
	0,2367
	11,835
	1,165
	1,3572
	0,1147

	5
	28
	33
	6
	0,1190
	5,95
	0,05
	0,0025
	0,0004

	сума
	
	
	50
	1
	50
	0
	
	3,1087









Порівняємо отримане значення  з критичним значенням , яке знаходимо за таблицею додатку 5 для  та : . Отже, гіпотезу про відповідність спостережуваних даних нормальному розподілу слід прийняти на рівні .
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