3.1. Транспортна задача

Приклад 3.1. Три пекарні 
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 поставляють хлібобулочні вироби до чотирьох магазинів 
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. Добові потужності пекарень відповідно складають 100 кг, 150 кг та 120 кг виробів. Попит на хлібобулочні вироби у магазині 
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 не перевищує 130 кг, у магазині 
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 — 80 кг, у магазині 
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 — 100 кг, а у магазині 
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 — 60 кг за добу. Транспортні витрати  за доставку одного кілограму виробів від пекарень до магазинів наведені у таблиці 3.1.

Таблиця 3.1.

	
 Магазини 
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Побудуємо математичну модель визначення оптимального плану доставки хлібобулочних виробів.

Змінні моделі 
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, будуть означати величину поставки виробів з 
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-ої пекарні до 
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-го магазину. Критерій оптимальності плану поставок визначається витратами, які мінімізуються:
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за умов:

· загальна величина поставок хлібобулочних виробів з кожної пекарні у різні

магазини не може перевищувати її потужності, тобто
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· кількість виробів, що завозяться до кожного магазину, не повинна бути меншою за

відповідний попит, тобто
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- величини поставок продукції не можуть бути від’ємними
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Якщо загальна пропозиція дорівнює загальним потребам, тобто 
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, тоді транспортна задача є збалансованою (закритою). В цьому випадку математична модель транспортної задачі має вигляд:
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	(3.1.5)
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Оскільки попит в усіх магазинах (130+80+100+60=370) дорівнює виробничим потужностям усіх трьох пекарень (100+150+120=370), тоді приклад 3.1. — приклад збалансованої транспортної задачі. Її модель можна записати у вигляді:
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Приклад побудови початкового опорного плану методом північно-західного кута для збалансованої транспортної задачі (приклад 3.1.) подано у таблиці 3.3.

Таблиця 3.3. 

	
   Магазини
Пекарні   
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	Потужності пекарень (кг)
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	Попит у магазинах (кг)
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Примітки до таблиці 3.3:

1) нижній індекс біля кожного з обсягів перевезення — номер кроку на якому

       було знайдено відповідне значення;

2) в стовпчику “Потужність пекарень” та у рядку “Попит у магазинах” відображені коректування поточних відповідно потужностей та попиту на кожному кроці методу;

3) маршрути, які виключаються з подальшого розгляду позначаються знаком “*”.

З таблиці 3.3 видно, що в опорному плані задіяні 6 маршрутів (
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image77.wmf]34
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. Транспортні витрати, пов’язані з таким планом перевезень, дорівнюють 
23 грн. 30 коп.

Аналогічно методу північно-західного кута можна запропонувати метод південно-східного або якогось іншого кута. Тому кожен з таких методів слід розглядати тільки як принцип розподілу продукції і немає значення з якого кута починати.

Недоліком такого підходу до знаходження початкового опорного плану транспортної задачі є те, що при визначенні обсягів перевезень по маршрутам не враховуються нормативи витрат на транспортування, хоча метою розв’язування транспортної задачі є знаходження найдешевшого плану. Тому виникла ідея необхідності врахування витрат при визначенні початкового опорного плану.

Розглянемо два таких метода:

Метод мінімальної вартості.

Цей метод також складається з (
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) кроків. Відмінність від попереднього методу полягає в тому, що на кожному кроці для включення в план вибирається найбільш економічний (тобто з мінімальним нормативом транспортних витрат) маршрут серед можливих, замість самого північно-західного. Обсяг вантажу, що перевозиться по визначеному маршруту, і правило виключення з розгляду постачальників або споживачів зберігаються.

Приклад побудови початкового опорного плану транспортної задачі методом мінімальної вартості для збалансованої транспортної задачі (приклад 3.1.) подано у таблиці 3.4.

Таблиця 3.4. 

	
   Магазини
Пекарні   
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	Попит у магазинах (кг)
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З таблиці 3.4. видно, що в опорному плані задіяні  6 маршрутів: 
[image: image106.wmf]11

20,

x

=
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. Транспортні витрати, пов’язані з таким планом перевезень, дорівнюють 13 грн. 30 коп.

Порівнюючи план перевезень, знайдений методом північно-західного кута, з планом перевезень, знайденим методом мінімальної вартості, бачимо, що перевезення тієї ж самої кількості хлібо-булочних виробів здійснено при менших транспортних витратах. Але поки що не можна сказати, що знайдений  план доставки є оптимальним.

Метод Фогеля.

У даному методі знаходження початкового опорного плану транспортної задачі використовується штрафна вартість. Штрафна вартість для кожного рядка та стовпчика 
таблиці — це різниця між нормативами транспортних витрат двох найбільш дешевих маршрутів відповідно у рядку або стовпчику. Ідея методу полягає у визначенні такого плану перевезень, щоб мінімізувати штрафи. Опишемо метод по кроках.

Крок 1. Обчислюємо штрафні вартості в кожному рядку і кожному стовпчику таблиці. Така процедура дозволяє отримати величини штрафних вартостей у зв’язку з відсутністю перевезень по найдешевшим маршрутам.

Крок 2. Вибираємо рядок або стовпчик з максимальною штрафною вартістю і в клітинку з найменшим нормативом транспортних витрат для даного рядка або стовпчика розміщаємо максимально можливий об’єм вантажу. Така процедура дозволяє запобігти призначенню високих штрафів.

Крок 2. Робимо коректування відповідно залишків попиту або пропозиції. Постачальника, в якого вичерпані можливості, або споживача, потреби якого вже задовольнили, викреслюємо з подальшого розгляду. Повертаємося до першого кроку і робимо переобчислення штрафних вартостей без урахування заповнених і викреслених маршрутів.

У таблиці 3.5 показано знаходження методом Фогеля початкового опорного плану для збалансованої транспортної задачі (приклад 3.1.)

Таблиця 3.5. 

	
Магазини
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	Попит у магазинах (кг)
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Примітки до таблиці 3.5:

1) якщо максимальна штрафна вартість одночасно виникає у декількох рядках

або стовпчиках, тоді для заповнення вибирається той маршрут, який є найдешевшим серед рядків і стовпчиків з максимальною штрафною вартістю;

2) якщо у рядку або стовпчику залишається по одному незаповненому і не

викресленому маршруту, тоді штрафні вартості для них не обчислюються і призначається максимально можливий обсяг продукції, що перевозиться, з урахуванням скорегованих потреб та можливостей.

З таблиці 3.5 бачимо, що  для задачі (3.1.) у початковому плані, знайденому методом Фотеля для прикладу 3.1 задіяні 6 маршрутів з наступними обсягами поставок: 
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. Відповідні транспортні витрати дорівнюють 13 грн. 20 коп.

Наступний етап розв’язування транспортної задачі – це перевірка знайденого допустимого плану перевезень на оптимальність, яка виконується за методом потенціалів.


Оскільки транспортна задача – частковий випадок загальної ЗЛП, тоді для перевірки її плану на оптимальність можна скористатися теоремою 2.2, яка дає необхідні та достатні умови оптимальності плану. Щоб переформулювати умови теореми 2.2 для транспортної задачі розглянемо пару двоїстих транспортних задач:
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та відповідно до неї двоїсту задачу:
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де 
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 - двоїсті змінні, які відповідають обмеженням (3.1.12) і називаються потенціалами постачальників, 
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- двоїсті змінні, які відповідають обмеженням (3.1.13) і називаються потенціалами споживачів.


Теорема 3.1.2. Нехай 
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   -  опорний план  задачі (3.1.11)-(3.1.14), вектори 
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 - компоненти опорного плану 
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 задачі (3.1.15), (3.1.16). Для їх оптимальності необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова 
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Умова (3.1.17) фактично передбачає, що для 
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а для 
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 (враховуючи обмеження (3.1.16))
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Потенціали опорного плану визначаються з системи рівнянь (3.1.18), які записуються для всіх базисних маршрутів. Зазначимо, що система рівнянь матиме 
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 рівняння – по кількості базисних змінних (саме стільки незалежних обмежень в транспортній задачі) та 
[image: image163.wmf](
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 змінних. Оскільки залежним можна вважати будь-яке обмеження задачі, тому будь-якій одній із змінних системи треба надати якесь фіксоване значення та продовжувати розв’язувати систему  вже з 
[image: image164.wmf](
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 змінною. Виконання умови (3.1.19) згідно розрахованих потенціалів 
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 та 
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 для небазисних маршрутів означатиме оптимальність плану перевезень
[image: image167.wmf]*
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Якщо позначити 
[image: image168.wmf]ijijij
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 і назвати оцінкою маршруту 
[image: image169.wmf](
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, тоді критерій оптимальності для транспортної задачі співпадає з критерієм оптимальності у симплекс-методі для загальної ЗЛП: всі оцінки 
[image: image170.wmf]0,1,
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 для ЗЛП з цільовою функцією, що прямує до максимуму або 
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 для ЗЛП з цільовою функцією, що прямує до мінімуму. Оскільки цільова функція транспортної задачі (3.1.11) прямує до мінімуму, тому умова (3.1.17) є конкретизацією критерію оптимальності у симплекс-методі щодо транспортної задачі.


Якщо хоча б для одного з небазисних маршрутів 
[image: image172.wmf]0
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, тоді поточний опорний план транспортної задачі не є оптимальним і від нього треба перейти до наступного опорного плану.


Ідея переходу від одного опорного плану транспортної задачі до наступного аналогічна симплекс-методу. Величина 
[image: image173.wmf]ij
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 показує скільки зайвих витрат з розрахунку на кожну одиницю вантажу від того, що до плану перевезень не включений маршрут 
[image: image174.wmf](
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, тоді зайвих витрат немає і даний план є оптимальним. Якщо 
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, тоді необхідно включити до плану перевезень саме той маршрут 
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, для якого 
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, щоб максимально зменшити зайві витрати. Для знаходження об’єму перевезень за новим маршрутом необхідно перерозподілити вантаж між новим маршрутом та раніш задіяними таким чином, щоб один із старих маршрутів звільнився. 


Якщо ми хочемо везти продукцію по маршруту 
[image: image179.wmf](
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, тоді ми маємо зменшити об’єм перевезень від постачальника 
[image: image180.wmf]k

 до якогось іншого споживача, так як можливість 
[image: image181.wmf]k

-го постачальника фіксована. Далі необхідно зробити балансування продукції щодо попиту обраного споживача, а потім по відповідному постачальнику і т.д., поки не повернемося до 
[image: image182.wmf]r

-го споживача. Необхідно враховувати, що для здійснення балансування рух можна здійснювати тільки через базисні маршрути.


Новий маршрут 
[image: image183.wmf](
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 та базисні маршрути, за допомогою яких робиться  балансування, об’єднуються у цикл. Маршрути, що входять до циклу, позначаються знаком „+”, якщо об’єм поставки по цьому маршруту має збільшуватися, або знаком „-”, якщо об’єм поставки зменшується. Серед маршрутів з позначкою „-” визначається мінімальний об’єм поставки і саме на цю величину збільшується поставка на маршрутах з позначкою „+” та зменшується на маршрутах з позначкою „-”. Таким чином знаходиться новий опорний план доставки вантажу, який знову треба перевірити на оптимальність.


Проаналізуємо план перевезень, знайдений методом мінімальної вартості (таблиця 3.4). На основі умови (3.1.18) для базисних маршрутів складемо систему рівнянь для знаходження потенціалів плану:


[image: image184.wmf]11

12

23

24

31

33

3,

2,

2,

1,

7,

10.

uv

uv

uv

uv

uv

uv

+=

ì

ï

+=

ï

ï

+=

ï

í

+=

ï

ï

+=

ï

+=

ï

î



Оскільки ця система не є однозначно визначеною, тому покладемо, наприклад, 
[image: image185.wmf]1
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. Тоді всі інші змінні набувають значень: 
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Згідно з алгоритмом методу потенціалів  перевіримо виконання умови (3.1.19) для небазисних маршрутів:
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Умова оптимальності не виконується, так як існують додатні оцінки для маршрутів (1,3) та (1,4). Щоб поліпшити план перевезень, необхідно включити до нього на наступному етапі або маршрут (1,3), або (1,4) (оцінки цих двох маршрутів однакові).


Припустимо, що ми вибрано маршрут (1,4). За даними таблиці 3.4 побудуємо новий план перевезень (табл.3.6.).

                                                                                                                                               Таблиця 3.6. 
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У таблиці 3.6 позначаємо знаком „+” маршрут (1,4). Це означає, що цей маршрут тепер буде базисним. Вся продукція (100 кг) пекарні 
[image: image197.wmf]1
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 вже розвозиться у магазини  
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 та  
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. Тому до одного з цих магазинів треба зменшити поставки з пекарні  
[image: image200.wmf]1
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. До магазину  
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 не можна, тому що попит у цьому магазині (80 кг) задовольняється саме за рахунок тільки пекарні  
[image: image202.wmf]1
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. Тому обираємо магазин  
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 та позначаємо маршрут (1,1) знаком „-”. Але щоб задовольнити попит у магазині  
[image: image204.wmf]1
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, треба збільшити поставки до цього магазину з пекарні  
[image: image205.wmf]3
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. З аналогічних міркувань поставки хлібобулочних виробів з пекарні 
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 до магазину  
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 треба зменшити, з пекарні 
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 до  
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 - збільшити і з пекарні 
[image: image210.wmf]2
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 до магазину  
[image: image211.wmf]4
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 - зменшити. Таким чином ми побудували цикл. По новому маршруту (1,4), який включається до плану, треба перевезти максимально можливу кількість товару, яка дорівнює мінімальній кількості товару на маршрутах, які позначені знаком „-”. У нашому прикладі величина, на яку змінюються об’єми поставок, визначається так: 
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Таким чином ми отримали новий план, який наведено у таблиці 3.7.

                                                                                                                                 Таблиця 3.7. 

	                 Магазини
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Транспортні витрати, пов’язані з таким планом, складають 13 грн. 20 коп. Бачимо, що новий план дешевший. Перевіримо новий план на оптимальність.


Із системи рівнянь
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маємо значення потенціалів, які занесені до таблиці 3.7. Оцінки небазисних маршрутів 
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Перевірка останнього плану показує, що зайвих витрат немає, тобто він є оптимальним. Тому
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Змістовно це означає, що з першої пекарні 10 кг хлібобулочних виробів необхідно доставити до магазину 
[image: image225.wmf]1

S

, 80 кг до магазину  
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 та 10 кг до 
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. З другої пекарні 100 кг виробів доставляються до магазину 
[image: image228.wmf]3

S

та 50 кг до магазину 
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. З третьої пекарні  вся продукція – 120 кг – везеться до магазину  
[image: image230.wmf]1

S

. При цьому мінімальні транспортні витрати складають 13 грн. 20 коп.
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